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Parmi d’autres resultats, on montre en particulier que les D-hypergroupes ne for- 
ment pas une classe Cltmentaire, autrement dit, que la structure de D-hypergroupe 
ne peut pas &re caractbriste par un systeme d’axiomes du premier ordre, dans le 
langage des hypergroupes. 0 1988 Academic press, 1nc. 
Among other results, it is shown that the class of D-hypergroups is not an 
elementary class in the sense of model theory. 0 1988 Academic Press, Inc. 
INTRODUCTION 
Soient G un groupe quelconque, H un sous-groupe quelconque de G, et 
K= G/H = {xH: x E G} l’ensemble des classes (“a droite”) de G modulo H. 
Dans le cas general, lorsque H n’est pas necessairement invariant dans G, 
l’ensemble K est muni naturellement dune operation multivalente (une 
hyperloi de composition) qui fait de K un hypergroupe. Cet hypergroupe 
quotient cokcide, Bvidemment, avec le groupe quotient lorsque H est 
invariant. 
En 1937, Krasner [4] a don& le nom de hypergroupe, a tout 
hypergroupe isomorphe a un hypergroupe du type precedent. Depuis 
Utumi [9], on dit aussi D-hypergroupe au lieu de hypergroupe,. 
Eaton [3], en 1940, a distingue parmi tous les hypergroupes une classe 
particuliere, celle des cogroupes (a droite). Sans utiliser le langage de 
Krasner (qu’il ne connaissait apparemment pas) il montrait que tout D- 
hypergroupe est un cogroupe, et demandait si la reciproque est vraie. 
En 1941, puis 1944, Krasner publie deux notes [S, 61: parmi de nom- 
breux autres resultats, il donne une caracterisation des D-hypergroupes a 
l’aide de ce qu’il nomme les “permutations droites.” 
En 1949, Utumi [9] donne l’exemple dun cogroupe jki ayant 
exactement huit elements, et qui n’est pas un D-hypergroupe. N’ayant 
connaissance des notes de Krasner que par les rapports de R. Hull et 
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D. C. Murdoch (MR 3 37), il retrouve la notion de “permutation droite” 
introduite par Krasner. 11 lui donne le nom de multiplicatew sous lequel 
elle est habituellement designee ii present. Et il Ctablit essentiellement la 
mSme caracterisation que Krasner pour les D-hypergroupes. 
Mais ces deux caracterisations equivalentes se font dans un langage du 
second ordre. 
Des lors, la question suivante se posait naturellement: 
Peut-on caracteriser la classe des D-hypergroupes par un systbme 
d’axiomes du premier ordre, dam le langage des hypergroupes? 
La reponse est IZOIZ. Tel est l’objet essentiel de cette note. 
LEXIQUE 
Nous donnons ci-dessous un petit lexique destine a faciliter la lecture de 
notre texte. 
Pour d’autres details au sujet des hypergroupes, on pourra consulter [7] 
et sa bibliographie. Pour la theorie des modeles, on se referera B 111. 
Le langage du premier ordre des hypergroupes eontient, outre les sym- 
boles logiques, un seul symbole P, symbole de relation ternaire qui s’inter- 
p&e comme une hyperloi de composition ou P(x, y, z) veut dire x . y 3 z. 
On appelera hypermagma tout mod&e de ce langage. Autrement dit, un 
hypermagma est un ensemble K muni dune hyperloi de composition qui 
fait correspondre B chaque couple (x, y) d’elements de K une partie de K 
que Ton designe alors generalement par x .y. 
Une l&e d’&wnctk 
El: Pour tous x et y, on a x.y#@. 
E2: Pour tous X, y,z on a x-(y.z)=(x.y).z. 
E3: Pour tous x, y, z, il existe a, h, c, tels que l’on ait P(a, y, z) et 
P(x, b, z) et f’(x, Y, cl. 
(On remarquera que l’tnonct E3 implique l’enonct El.) 
E4: Ii existe un Clement e tel que I’on ait x. e = x pout tout X. 
(Remarque: l’tlement e est alors unique, et l’on dit que c’est une unite 
scalaire a droite.) 
E5: 11 existe une unite scalaire a droite e, et pour tous X, y, z si 
x-ynx-z#@ alors e-y=e-z. 
Les Cnoncbs precedents se font dans le langage du premier ordre des 
hypergroupes. L’CnoncC suivant se fait dans un langage du second ordre: 
EE: Pour tous x, y, z on a 1 y . XI = Iz. xl. 
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QUELQLJES DEFINITIONS. Un hypergroupo’ide est un hypermagma qui 
vtrifie l’enonce El. 
Un hypergroupe est un hypermagma qui verifie les trois Cnoncb El, E2 
et E3. 
Un hypergroupe de type C (a droite) est un hypergroupe qui veritie 
l’enonce E5. 
1. Pksentation des r&hats. Le present travail est nt dune serie 
d’expods que nous avions faits en 1981, du 10 mars au 14 avril, au 
seminaire d’algebre de Clermont. 
Sureau y avait introduit la notion d’hypergroupe de type C. 11 montrait 
qu’un cogroupe (a droite) tel que le definissait Eaton est tres precisement 
un hypergroupe de type C (a droite) qui veritie la propriete EE (qui est du 
second ordre). (Voir aussi Sureau [8]. On retrouve, plus recemment, cette 
m$me notion d’hypergroupe de type C chez Comer [2], sous le nom de 
“weak cogroup,” dans une presentation differente.) Pouvait-on completer le 
systeme d’axiomes des hypergroupes de type C pour obtenir un systeme 
d’axiomes pour les D-hypergroupes? Haddad rappelait les elements de 
theorie des modeles, et plus particulierement les constructions 
d’ultraproduits, qui sont pertinents dans ce genre de questions. C’est 
Sureau qui a lini par trouver la famille adequate d’hypergroupes, les 
hypergroupes de type S(n, p), qui permettait de repondre a la question par 
la negative. 
Soit T l’ensemble de tous les Cnonds du premier ordre qui sont vrais 
pout chaque D-hypergroupe. Nous Ctablissons ci-dessous les rbultats 
suivants. 
I. 11 existe des modeles de T qui ne sont pas des D-hypergroupes. 
II. Tout modele fini de T est un D-hypergroupe. 
III. 11 n’existe pas de systeme fini d’axiomes pour T. 
IV. Plus precisement, si F est une partie finie de T, il existe au 
moins un hypergroupe tini de type C qui verifie F mais qui nest pas un 
D-hypergroupe. 
2. Une nouvelle famille d’hypergroupes. Etant donnes deux ensembles 
disjoints quelconques X et A, et un element particulier eEX, on pose 
K= Xu A, puis on d&nit une hyperloi sur K de la man&e suivante: 
r.e=r, x-y=x- {xl, x.a=A, a.y=A-{a}, a.b=X, 
pour tous rczK, XEX, VEX- {e}, aEA et beA. 
On designe alors par K(e, X, A) l’hypermagma ainsi detini. 
SiIXI=lYIet IAI=[Bl,e~Xetf~Y,lesdeuxstructuresK(e,X,A)et 
K(f, Y, B) sont tvidemment isomorphes. 
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Pour chaque couple (n, p) de cardinaux finis ou infinis, on dira qu’un 
hypermagma est de type S(n, p) lorsqu’il est isomorphe A un K(e, X, A) od 
lXI=net IAI=p. 
On range les structures de type S(n, p) en quatre esp&es qui s’excluent 
mutuellement: 
l&e espke: n>=l etp=O. 
2kme espkce: n = p 2 1. 
36me espkce: nz3 etpz3 et n#p. 
4kme espke: tous les autres cas. 
3. LEMME. Soit K un hypermagma de type S(n, p). Alors 
(1”) K est un hypergroupe s.s.i. K est de premke, de deuxisme ou de 
troisidme esptce s.s.i. K est un hypergroupe de type C. 
(2’) K est un D-hypergroupe s.s.i. K est de premi&e ou deuxizme 
esp&e. 
Voir plus loin pour les dkmonstrations, le paragraphe 13. 
4. Ultraproduits. Soient (Ki)iEr une famille d’hypermagmas et U un 
ultrafiltre sur I. On dtsignera brihvement par K, l’ultraproduit T]I, K,. De 
m&me, si tniL~ et (Pi)zEI sont deux familles de cardinaux, on dbignera par 
n, et pu respectivement les cardinaux des ultraproduits nT, n, et J-J, pin 
L’ultraproduit K, est un hypermagma. Par simple transfert, on Btablit le 
rksultat attendu suivant. 
5. LEMME. La classe des D-hypergroupes est stable par ultraproduits. 
Autrement dit, I’ultraproduit d’une famille quelconque de D-hypergroupes 
est lui-mdme un D-hypergroupe. 
Plus prkiskment, soient (Gi),EI une famille de groupes. Pour chaque indice 
i, soient Hi un sous-groupe de Gi et K,= GJH, le D-hypergroupe quotient. 
Pour tout ultrafiltre U sur I, l’ultraproduit K, est alors isomorphe au 
R-hypergroupe quotient GJH,. 
6. LEMME. Soient (Ki)icl une famille d’hypermagmas et U un ultraJiltre 
sur I. On suppose que Ki est de type S(ni, pi) pour chaque indice i. 
L’ultraproduit K, est alors un hypermagma de type S(n,, p”). 
La vtrification de ce lemme se fait saris d&our A l’aide des tables de mul- 
tiplication qui dbfinissent le type S(n, p). 
7. Deux cas particuliers. On suppose I= N l’ensemble des entiers 
naturels. On se donne un ultrafiltre non principal quelconque U sur I. On 
consid&e une famille (K,), E I d’hypermagmas oti K, est de type S(n,, pi). 
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Premier cas particulier: On suppose Ki = K, ni = n et pi = p pour tout 
i E I. Si n et p sont infinis, on a n z/ = no et p u = pm. Voir [ 1, proposition 
4.3.7, p. 2021. En particulier, pour II = o et p = 2”, on aura n, = pa = 2”. 
Done K, est alors un D-hypergroupe, tandis que K, = K est un 
hypergroupe qui n’est pas un D-hypergroupe, d’apres le lemme 3 ci-dessus. 
Second cas particulier: On suppose ni= i et pz = i+ 1. Alors 
nU = pU = 2”‘. Voir, par exemple, [l, exercice 4.3.14, p. 2101. Ainsi done, 
dans ce cas, K, est encore un D-hypergroupe tandis qu’aucun des K, n’est 
un D-hypergroupe. Cependant, chacun des K,, pour iz 3, est un 
hypergroupe de type C (d’apres le lemme 3 ci-dessus). 
8. Conskquences. On a design6 par T l’ensemble de tous les Cnonces du 
langage du premier ordre des hypergroupes qui sont vrais dans chacun des 
D-hypergroupes. On peut constater, a present, ce qui suit: 
(1”) L’hypergroupe de type S(o, 2”) qui nest pas un D-hypergroupe 
verifie pourtant tous les enonces de T. 
(2”) Pour chaque partie Jinie F de T, presque tous les hypergroupes 
de type S(n, n + 1) verifient F. Autrement dit, il existe un entier m = m(F) 
tel que tout hypergroupe de type S(n, II + 1) verifie tous les enoncb de F 
des que l’entier n depasse m. 
En effet: (1”) D’apres le premier cas particulier present6 ci-dessus, 
Phypergroupe de type S(o, 2”) possede une ultrapuissance qui est un D- 
hypergroupe de type S(2”, Zw). Or, par la propriete fondamentale de trans- 
fert pour les ultrapuissances, ces deux hypergroupes sont eltmentairement 
equivalents (voir [ 1 I), autrement dit, tout tnonce vrai pour l’un est encore 
vrai pour l’autre! 
(2”) Reprenons le second cas particulier. Par la propriete fondamen- 
tale des ultraproduits (voir Cl]), il existe une partie V de Z, appartenant a 
l’ultrafiltre U, et telle que chacun des hypergroupes Ki vtrifie tous les Cnon- 
c&s de F d&s que i E K On tient alors le raisonnement classique suivant: soit 
V(F) l’ensemble des indices i tels que Ki verifie tous les bnoncts de F. Si le 
compltmentaire de V(F) dans Z n’ttait pas fini, il existerait au moins un 
ultrafiltre non principal U sur Z ayant le complementaire de V(F) comme 
element, ce qui serait contradictoire! C.Q.F.D. 
9. La caractkrisation des D-hypergroupes par Utumi. Soit K un 
hypergroupdide. Utumi [9] appelle multiplicateur de K toute permutation f 
de K telle que l’on ait 
f(x.U)=f(x).Y pour tous x, y. 
(On observera que la notion est “lateralisee”: si l’on appelle multiplicateur 
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“a droite” la notion que l’on vient de definir, il y a une notion de mul- 
tiplicateur “a gauche” qui lui est correlative.) 
L’ensemble des multiplicateurs de K est tvidemment un sous-groupe du 
groupe des permutations de K. 
Introduisons la definition suivante: on dira que K est homog2ne lorsque, 
pour tous elements x0, xi, yO, yi, c, tels que x1 E x0 -c et y, EyO -c, il existe 
au moins un multiplicateur f de K tel que f(xO) = y0 et f(xl) = y, . 
En utilisant cette facon de parler, la caracterisation de Utumi s’enonce 
comme suit: 
THBOR~ME DE UTUMI. Soit K un hypergroupoide quelconque. Afin que K 
soit un D-hypergroupe, il faut et il suffit qu’il soit homog2ne et poss2de un 
t!lPment e tel que x E e. x pour tout x. 
Remarque. On observe, comme nous l’avons dit dans notre introduc- 
tion, que l’enonce “K est homogene” est du second ordre, et n’appartient 
pas au langage du premier ordre des hypergroupes. Plus precisement, la 
formule 
“il existe un multiplicateur f tel que f(xO) = y0 et f(xi) = yl” 
est une formule 2: et passe done, par transfert, aux ultraproduits (voir [I, 
corollaire 4.1.14, p. 1751). Cependant, le theoreme de Utumi joint a ce que 
nous avons vu au 8.( 1”) ci-dessus, permet d’ajouter que l’enonce “K est 
homogene” qui est du second ordre, dans sa forme, n’est pas tquivalent g 
un &once du premier ordre! 
10. Multiplicateurs locaux. Soit K un hypermagma quelconque. Nous 
appellerons multiplicateur local de K toute application injective f: X -+ K oti 
X est une partie de K (que l’on nommera le domaine def) et telle que, pour 
tout c E K, x0 E X et x1 E X, on ait 
x1 EXO’C si et seulement si f(xl) Ef(xO) . c. 
Nous reviendrons plus longuement sur cette notion dans une prochaine 
publication. 
Pour le moment, nous introduirons seulement, pour chaque entier n 2 I, 
1’CnoncC suivant: 
M,: pour chaque partie X de K ayant n elements, et pour tout 
couple x0, x1 d’blements de X, si x1 E x,, -c et ylEyO.c, od yO, yi, c sont 
des elements donnes de K, il existe au moins un multiplicateur local f de K 
ayant pour domaine X et tel que f(xO) = y, et f(xl) = yl. 
On dira que K est n-homog6ne lorsqu’il verifie l’enonce M,. (Et cette 
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notion est visiblement du premier ordre: elle ne Porte que sur un nombre 
fini d’eltments a la fois!) 
Comme consequence du theoreme de Utumi, on peut alors Cnoncer le 
rbultat suivant. 
11. COROLLAIRE. (1”) Tout D-hypergroupe est n-homogene pour chaque 
entier n 2 1. 
(2”) Tout hypergroupe fini ayant II &ments exactement et quipossede 
un &!ment e tel que x E e. x pour tout x, est n-homogene si et seulement s’il 
est un D-hypergroupe. 
12. TH~OR~ME. On designe par T l’ensemble de tous les &non& du 
premier ordre qui sont vrais pour chaque D-hypergroupe. 
I. II existe des hypergroupes qui vertfient tous les tnoncks de T et qui 
ne sont pas des D-hypergroupes. 
II. Tout hypergroupe fini qui vertfie les &on& de T est un 
D-hypergroupe. 
III. II n’existe pas de systeme fini d’axiomes pour T. 
IV. Plus precisement, si F est une partie finie de T, il existe au moins 
un hypergroupe fini de type C qui vertfie F et qui n’est pas un D-hypergroupe. 
Tels sont bien les rtsultats annonces ci-dessus au paragraphe 1. Et nous 
avons a present tous les elements reunis pour les Ctablir simplement. 
Demonstration du thtoreme. I. L’hypergroupe de type S(o, 2”) n’est 
pas un D-hypergroupe et veritie pourtant tous les Cnonces de T comme on 
l’a vu au 8( 1”) ci-dessus. 
II. D’apres le corollaire 1 l( 1 “), les Cnonces M, appartiennent a T. 
Et d’apres 11(2”), tout hypergroupe lini qui verifie tous ces enonces M,, est 
un D-hypergroupe! 
IV. Soit F une partie finie de T. D’apres 8(2”), presque tous les 
hypergroupes de type S(n, n + 1 ), pour n entier, verilient les tnoncts de F. 
Et d’apres le lemme 3, tous ces hypergroupes sont de type C, mais aucun 
n’est un D-hypergroupe! 
III. C’est une consequence de IV lorsqu’on prend F = 52/. C.Q.F.D. 
13. Demonstration du lemme 3. 11 nous reste a expliquer comment on 
etablit le lemme 3. 
Pour chaque ensemble E, on designera par S(E) le groupe de toutes les 
permutations de E. 
Avec les notations du paragraphe 2, considtrons un hypermagma 
K= K(e, X, A) de type S(n, p). 
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(1”) Si p = 0, autrement dit A = 0, on considere le groupe 
G = S(IFI) = S(X). On designe par H le sous-groupe de G forme des per- 
mutations qui la&sent le point e fixe. On vtrifie saris peine que K est 
canoniquement isomorphe a l’hypergroupe quotient G/H. 
(2”) Si 12 = p 2 1, autrement dit si X et A sont Cquipotents et non 
vides, on pro&de de maniere analogue. Mais on consider-e, cette fois, le 
sous-groupe G de S(K) forme des permutations f pour lesquelles on a 
f(X) = X ou f (X) = A. On dtsigne ensuite par H le sous-groupe de G forme 
des permutations f telles que f(e) = e. L’hypermagma K est canoniquement 
isomorphe, cette fois encore, a l’hypergroupe quotient G/H. 
(3”) Si n 2 3 et p 2 3 et n # p, on peut encore donner de K une 
representation “fonctionelle” mais locale, cette fois. Nous ne le ferons pas 
ici. Mais on peut egalement verifier, avec un peu de patience, sur la table de 
multiplication, que K satisfait bien l’axiome d’associativite (enonce E2 du 
lexique). D’autre part, il est clair que e est une unite scalaire a droite. 
plus, K v&tie bien les Cnonces El et E5. 
Cependant K ne veritie pas l’enond EE: en effet, toujours avec les 
notations du paragraphe 2, on a 
x-a=A et b.a=X, mais A et X ne sont pas tquipotents! 
Ainsi K est un hypergroupe de type C qui n’est pas un cogroupe et done, 
a fortiori, pas un D-hypergroupe. 
(4”) Si n 2 2 et p = 1, A = {a}, alors a-y = 0 et done K ne verifie 
pas El. 
(4”bis). Dans tous Ies autres cas, K ne satisfait pas l’associativite. 
En effet. (1) Soit n=l et ~22. Alors a.(a.a)=a-e=a mais 
(a.a).a=e-a=A. 
(2) Soit n=2 etp13. Alors a.(y.y)=a*e=a mais (a.y).y=A. 
(3) Soitnz3etp=2.Alorsa+(y.y)=Aet(a-y).y=a. C.Q.F.D. 
14. En guise de conclusion. Certains se souviennent encore de la trbs 
vive polemique qui a oppose M. Krasner et A. We& au sujet des D- 
hypergroupes notamment. Sans nullement prendre parti ici, on observera 
ceci: il est avere que dans la classe elementaire engendree par les D- 
hypergroupes, il y a bien autre chose que les seuls hypergroupes quotients 
de groupes par des sous-groupes quelconques alias les “hypergroupes de 
classes.” 
15. Post Scriptum. Le “referee” nous fait observer ceci: 
La classe X de tous les hypermagmas qui sont plongeables dans des 
D-hypergroupes est evidemment une classe universelle. 
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11 now sugg&-e ensuite de chercher un syst&me d’axiomes caractkrisant 
cette classe X. Ce dernier problkme est analogue, bien entendu, au 
problkme, rksolu par Malcev, de la caractkisation des monoides qui sont 
plongeables dans des groupes. 
Nous n’avons pas la solution complbte de ce nouveau probEme. On s’en 
tiendra, pour le moment A cette remarque: 
Tout hypermagma H de la classe X posdde ntcessairement les proprittCs 
“universelles” suivantes: 
(1”) Si x.ynx.2 n’est pas vide alors, pour tout s, on a s.y=s.z. 
C’est la proprittC analogue A la simplification A gauche dans les mono’ides. 
(2”) Si xEx.e alors pour tout s on a sEe.s et S.e=s. 
(3”) Si xEx-e et eEy.z alors pour tout set tout t on a sEt-z s.s.i. 
tes.y. 
Ces trois propri&ks peuvent s’krire respectivement comme suit: 
(1”) Vx Vy Vz Vr Vs Vt[P(x, y, t) A P(x, z, t) + (P(s, y, r) ++ 
P(s, z, r))l, 
(2”) Ve Vx Vr Vs{ P( x, e, x) -+ CP(e, s, s) * (PO, e, r) *r = s)l}, 
(3”) Ve Vx Vy Vz Vt[P(x, e, x) A P(y, z, e) -+ (P(t, z, s) c* P(s, y, t))]. 
Pour terminer nous remercions vivement le “referee” d’avoir soulevk ce 
problkme intkessant sur lequel nous espkrons pouvoir revenir 
prochainement. 
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